
Algebry operatorów w przestrzeniach Hilberta

Lista 1 (ró»ne rodzaje topologii)

Zad 1. Niech X b¦dzie zbiorem, Y przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz F pewn¡ rodzin¡ odwzorowa«
zX w Y . Uzasadni¢, »e istnieje najsªabsza topologia naX, przy której wszystkie f ∈ F s¡ ci¡gªe.

a) Jak �wygl¡daj¡� bazy otocze« w tej topologii?

b) Co to za topologia je±li F skªada si¦ z odwzorowa« staªych?

c) Co to za topologia przy zaªo»eniu, »e Y jest przestrzeni¡ Hausdor�a i F = Y X?

d) Uzasadni¢, »e X wraz z t¡ topologi¡ jest przestrzeni¡ Hausdor�a, przy zaªo»eniu, »e Y
jest przestrzeni¡ Hausdor�a i F rozdziela punkty X, tj.: je±li p 6= q s¡ punktami X, to
f(p) 6= f(q) dla pewnego f ∈ F?

e) Co to za topologia, je»eli X = Y ×Y ×Y ×... oraz F skªada si¦ z rzutów pn(y1, y2, ....) = yn,
n = 1, 2, 3, ...?

Zad 2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ w topologii τ . Pokaza¢, »e

a) nie istnieje topologia Hausdor�a istotnie sªabsza ni» τ ,

b) je»eli pewien ci¡g funkcji ci¡gªych na X rozdziela punkty X, to τ jest metryzowalna.

Zad 3. Na przestrzeni Hilberta H najsªabsz¡ topologi¦, przy której odwzorowania H 3 x →
(y|x) ∈ C, y ∈ H, s¡ ci¡gªe nazywamy sªab¡ topologi¡ na H, a zbiory otwarte w tej topologii
nazywamy zbiorami sªabo otwartymi.

a) Uzasadni¢, »e ci¡g wektorów {xn} zbiega do wektora x sªabo, tzn. w sªabej topologii, wtedy
i tylko wtedy, gdy (y|xn)→ (y|x) dla ka»dego y ∈ H.

b) Pokaza¢, »e je»eli ci¡g {xn} zbiega do x w normie, to zbiega równie» do x sªabo, ale na
ogóª implikacja odwrotna nie zachodzi. Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e sªaba topologia jest
istotnie sªabsza od topologii przestrzeni Hilberta (gdy dim(H) =∞).

c) Pokaza¢, »e je»eli ci¡g {xn} zbiega do x w sªabej topologii, to {xn} zbiega do x w normie
wtedy i tylko wtedy, gdy ‖xn‖ → ‖x‖.

d) Uzasadni¢, »e w przypadku gdy dim(H) = ∞, ka»dy niepusty zbiór sªabo otwarty jest
nieograniczony. W szczególno±ci kula otwarta nie jest zbiorem sªabo otwartym.

e) Wykaza¢, »e kula domkni¦ta w przestrzeni Hilberta jest zbiorem sªabo zwartym.

f) Udowodni¢, »e w przypadku gdy dim(H) =∞, topologia sªaba nie jest metryzowalna

g) Wykaza¢, »e w o±rodkowej przestrzeni Hilberta topologia sªaba jest metryzowalna na zbio-
rach ograniczonych.

h) Udowodni¢, »e ka»dy ci¡g Cauchy w sªabej topologii jest sªabo zbie»ny.



Zad 4. Niech B(H) b¦dzie algebr¡ operatorów ograniczonych na niesko«czenie-wielowymiarowej
przestrzeni Hilberta H.

a) Pokaza¢, »e ci¡g operatorów {an} zbiega do operatora a silnie, tzn. w silnej topologii
operatorowej S, wtedy i tylko wtedy, gdy anx→ ax dla ka»dego x ∈ H.

b) Pokaza¢, »e ci¡g operatorów {an} zbiega do operatora a sªabo, tzn. w sªabej topologii
operatorowej W , wtedy i tylko wtedy, gdy (y|anx)→ (y|ax) dla ka»dych x, y ∈ H.

c) Uzasadni¢, »e W ⊂ S ⊂ N , czyli topologia sªaba jest sªabsza ni» topologia mocna, która z
kolei jest sªabsza ni» topologia zadana przez norm¦ operatorow¡.

d) Wykaza¢, »e norma operatorowa ‖ · ‖ jest ci¡gªa w topologii N , ale nie jest ci¡gªa w obu
topologiach W , S.

e) Wykaza¢, »e operacja sprz¦»enia ∗ jest ci¡gªa w topologii N oraz W , ale nie jest ci¡gªa w
topologii S.

f) Wykaza¢, »e mno»enie operatorów jest dziaªaniem ci¡gªym w topologii N , ale nie jest ci¡gªe
w obu topologiach W , S (w W nie jest ci¡gowo ci¡gªe).

g) Wykaza¢, »e mno»enie operatorów jest dziaªaniem ci¡gªym we wszystkich topologiach N ,
W , S, je»eli jeden z czynników jest ustalony.

Zad 5. Niech {an} ⊂ B(H) b¦dzie ograniczonym, niemalej¡cym ci¡giem operatorów samosprz¦-
»onych. Pokaza¢, »e

a) Na ogóª ci¡g {an} nie zbiega w topologii N .

b) Ci¡g {an} zbiega w topologii W .

c) Ci¡g {an} zbiega w topologii S.

Zad 6. NiechM⊂ B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna i niech P i Q b¦d¡ rzutami ortogonal-
nymi na podprzestrzenie K, L ⊂ H. Udowodni¢, »e rzut P ∧ Q na podprzestrze« K ∩ L oraz
rzut P ∨Q na podprzestrze« rozpi¦t¡ przez P ∪Q nale»¡ doM.
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